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Наближення деяких класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних
В роботi знайдено точний порядок вiдхилень сум Фейера на класi неперерв-
них функцiй що визначається заданою мажорантою найкращих наближень.
Р.В. Товкач
Приближение некоторых классов периодических функций многих перемен-
ных.
В работе получен точный порядок отклонений сумм Фейера на классе непре-
рывных функций который определяется заданной мажорантой наилучших при-
ближений.
R.V. Tovkach
On the approximation some classes of periodic functions of several variables.
In work the exact order of deviations of the Fejer’s sums on a class of continuous
functions which is received defined by the set majorant of the best approximations.
2Розглянемо C(T d) - простiр неперервних 2pi -перiодичних по кожнiй змiннiй
функцiй f(x), x ∈ T d, T d = (−pi; pi]d з нормою ‖f‖C = maxx | f(x)| <∞.
Позначимо черезW множину, що складається з полiедрiв V з рацiональними
вершинами, зiркових вiдносно початку координат, який є внутрiшньою точкою
V . Позначення nV потрiбно розумiти як множину точок x таких, що xn ∈ V ,
тобто nV = {x : xn ∈ V }.
Нехай f(·) ∈ C(T d),
Sn(f ;V ;x) =
∑
k∈nV
cke
i(k,x), (1)
σn(f ;V ;x) =
1
n+ 1
n∑
k=0
Sk(f ;V ;x). (2)
- вiдповiдно частиннi суми її ряду Фур’є i суми Фейера.
Нехай далi Tn,V - множина тригонометричних полiномiв з гармонiками з nV ,
тобто
Tn,V = {tn : tn(x) =
∑
k∈nV
ake
i(k,x)},
де ak - довiльнi комплекснi числа.
Позначимо через En,V (f)C - найкраще наближення функцiй f(·) тригономет-
ричними полiномами з Tn,V в метрицi C, тобто
En,V (f)C = inf
tn∈Tn,V
‖f − tn(x)‖C .
Для заданої послiдовностi ε = {εk}, k = 0, 1, 2, . . . з монотонно спадними
членами (тобто εk ↓ 0, k →∞ ) позначимо через C(ε) клас функцiй f ∈ C(T d)
таких, що
En,V (f)C ≤ εn+1.
Метою даної роботи є визначення точного порядку спадання величини
Un(C(ε), σ) = sup
f∈C(ε)
‖f(x)− σn(f ;V ;x)‖C(T d).
3Теорема. Для n ∈ N має мiсце спiввiдношення
B1
n+ 1
n∑
k=0
εk+1 ≤ Un(C(ε), σ) ≤ B2
n+ 1
n∑
k=0
εk+1, (3)
– де константи B1 i B2 залежать вiд розмiрностi d простору i гомотета
V , але не залежать вiд n i f .
В одномiрному випадку таке твердження доведено С.Б.Стєчкiним [2], а при
d > 1 для V = Π = {x : |xj| ≤ γj, j = 1, 2, . . . , d} С.П.Байбородовим [3]. Також
слiд вiдмiтити результати О.I.Кузнєцової [4] для полiедрiв.
Доведення. Згiдно теореми 2 в [1] для ∀f ∈ C(ε) маємо
Un(f ;σ) = ‖f(x)− σn(f ;V ;x)‖C(T d) ≤
B2
n+ 1
n∑
k=0
Ek,V (f)C ≤ B2
n+ 1
n∑
k=0
εk+1.
Тому
Un(C(ε), σ) ≤ B2
n+ 1
n∑
k=0
εk+1. (4)
Для доведення оберненої нерiвностi для класу функцiй C(ε)
Un(C(ε), σ) ≥ 1
n+ 1
n∑
k=0
εk+1 (5)
побудуємо функцiю f1(·) ∈ C(ε) не залежну вiд n, для якої
Un(f1, σ) =
1
n+ 1
n∑
k=0
εk+1. (6)
Нехай ak > 0 i
∑
k∈Nd
ak <∞. Тодi для функцiї
f0(x) =
∑
k∈Nd
ak
d∏
j=1
cos kjxj =
∞∑
l=1
∑
ν∈lV \(l−1)V
aν
d∏
j=1
cos νjxj (7)
будемо мати
En,V (f0)C ≤ ‖f0(x)− Sn(f0;V ;x)‖C ≤
4≤
∑
k∈Nd\nV
ak =
∞∑
k=n+1
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν. (8)
Для величини Un(f0, σ) знайдемо оцiнку зверху використовуючи нерiв-
нiсть (8)
Un(f0, σ) =
1
n+ 1
∥∥∥∥∥
n∑
k=0
(f0(x)− Sk(f0;V ; x))
∥∥∥∥∥
C
≤
≤ 1
n+ 1
n∑
k=0
‖f0(x)− Sk(f0;V ;x)‖C ≤ 1
n+ 1
n∑
k=0
∞∑
ν=k+1
∑
l∈νV \(ν−1)V
al =
=
1
n+ 1
n∑
k=1
k
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν +
∞∑
k=n+1
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν. (9)
Крiм того, враховуючи (7), маємо
Un(f0, σ) ≥ |f0(0)− σn(f0;V ; 0)| =
=
∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν −
n∑
k=1
(
1− k
n+ 1
) ∑
ν∈kV \(k−1)V
aν
∣∣∣∣∣∣ =
=
1
n+ 1
n∑
k=1
k
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν +
∞∑
k=n+1
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν. (10)
З спiввiдношень (9) i (10) слiдує, що
Un(f0, σ) =
1
n+ 1
n∑
k=1
k
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν +
∞∑
k=n+1
∑
ν∈kV \(k−1)V
aν. (11)
Позначимо через s(n) кiлькiсть точок k = (k1, k2, . . . , kd), ki ∈ N, i = 1, d, в
множинi nV \(n− 1)V , тобто
s(n) =
∑
k∈nV \(n−1)V
1.
Тепер визначимо функцiю f1(x) наступним чином
5f1(x) =
∞∑
k=1
(εk − εk+1) 1
s(k)
∑
ν∈kV \(k−1)V
d∏
i=1
cos νixi (12)
Для так визначеної функцiї f1(x), згiдно (8),маємо
En,V (f1)C ≤
∞∑
k=n+1
(εk − εk+1) 1
s(k)
s(k) = εn+1.
А значить f1(·) ∈ C(ε). Покажемо, що
Un(f1, σ) = ‖f1(x)− σn(f1;V ; x)‖C = 1
n+ 1
n∑
k=0
εk+1.
На основi рiвностi (11), знайдемо
Un(f1, σ) =
1
n+ 1
n∑
k=1
k(εk − εk+1) 1
s(k)
s(k)+
+
∞∑
k=n+1
(εk − εk+1) 1
s(k)
s(k) =
1
n+ 1
n∑
k=0
εk+1.
Тобто для функцiї f1(x), визначеної рiвнiстю (12), виконуються спiввiдно-
шення (6), а значить має мiсце i спiввiдношення (5). Теорему доведено.
Наслiдок. Якщо f(·) ∈ C(T d), то для ∀ r ∈ N
Un(f, σ) ≤ B3
n+ 1
n∑
k=0
ωr(f ;
1
k + 1
), (13)
де B3 залежить вiд розмiрностi простору d, гомотета V i числа r, а
ωr(f ;
1
k + 1
) = sup√
t21+t
2
2+···+t2d≤ 1k+1
∥∥∥∥∥
r∑
ν=0
(−1)r−νCrνf(x1 + νt1, . . . , xd + νtd)
∥∥∥∥∥
C
.
Доведення. Очевидно, що для довiльного k ∈ (N ∪ 0), iснують числа µi(µi ∈
(N ∪ 0)) , такi, що
Ek,V (f)C ≤ Eµ1,µ2,...,µd(f)C , (14)
де
Eµ1,µ2,...,µd(f)C = inftµ1,µ2,...,µd
‖f(x)− tµ1,µ2,...,µd(x1, x2, . . . , xd)‖C
6- повне найкраще наближення функцiї f(x1, x2, . . . , xd) ∈ C(T d) тригономет-
ричними полiномами tµ1,µ2,...,µd(x1, x2, . . . , xd) порядку ≤ µi вiдповiдно по змiн-
них xi(i = 1, 2, . . . , d). Тепер скористаємося узагальненою теоремою Джексона
(див.[5], теорема 2.4.1, стор.113) на основi якої
Eµ1,µ2,...,µd(f)C ≤ B3ωr(f ; ρ); ρ =
√
µ−21 + µ
−2
2 + · · ·+ µ−2d . (15)
Враховуючи (3), (14) i (15) отримаємо спiввiдношення (13). Наслiдок доведе-
но.
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